
相关运算与随机信号处理

摘 要

本篇论文为电信工程及管理专业概率论与随机过程的期中论文，论文针对相关这一

概念进行展开描述，并落实到随机信号处理，包含了平稳随机信号、盲源分离、模板匹

配滤波这三个方面。

论文的第一章节，对相关运算进行了介绍，表达了相关运算本质上是一种内积、一

种距离的观点，并且通过信号逼近的角度得到了随机信号处理中信号的相关运算。

论文的第二章节，介绍了平稳随机信号的一些性质，通过与课本中完全不同的顺序

和视角，总结了 Bochner定理和Wiener–Khinchin定理，从数学和物理意义两个视角进
行分析，对正定函数、宽平稳随机信号的相关函数、对应的傅里叶变换非负这三者之间

的内在联系进行了解读。

论文的第三章节，介绍了盲源分离这一概念，并建立了一个盲源分离模型，在总结

了典型相关分析以及 BC算法和 Li算法之后，针对三者的共性，提出了一种直接由相关
函数构造的盲源分离算法，并使用Matlab软件进行了信号仿真。
论文的第四章节，介绍了模板匹配滤波这一经典的现代信号处理算法，侧重点依然

在相关运算上，从时域和频域两个角度进行了详细的推导。

论文的第五章节，对全文的内容进行了总结，指明了贯穿整篇论文的一条主线——

相关运算，无论是平稳随机信号、盲源分离还是模板匹配滤波，都蕴含了非常深刻的相

关运算思想，最后作者还对课程论文的写作这一过程进行个人心态上的一些总结。
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概率论与随机过程期中论文

第一章 引言
1.1 相关运算介绍

相关运算，是我们在概率论与随机过程中经常提到的一个概念，例如相关系数、自

相关、协相关等等，这种指标可以衡量一个或多个变量之间的相关性，是一种相似性度

量，也可以说是一种”距离”。
相关运算是概率论与随机过程中衡量距离的一个指标，这样说的原因是因为它可以

被理解为一种测度，通过直接引用相关运算或者间接的使用相关运算便可以表示出“距

离”的概念，例如马氏距离、动态弯折距离、欧式距离，本质都是一种相关运算，而距

离这个词自然又与内积运算有着千丝万缕的关系，很多类型的相关运算都表示出了内积

的四大特性，即线性性、共轭对称性、正定性、满足内积不等式，如此我们对“距离”

这个词语的概念进行了拓展，可以宏观的认为“距离”、“测度”、“度量”这三个词本是

一体，并且都满足内积性质 (尽管有一些被成为“距离”而不满足这些性质的特例，例
如 K-L散度，可见这不是一种距离)。以下给出几种不同的相关运算的计算式。
Pearson相关系数，一种衡量不同变量之间的线性相关性的指标：

ρXY =
cov(X,Y )

σXσX

=
E [(X − µX) (Y − µY )]√

σ2
Xσ

2
Y

（1-1）

Spearman相关系数，不关心变量之间是否线性相关，而是关注单调相关关系：

ρ =

∑
i (xi − x̄) (yi − ȳ)√∑

i (xi − x̄)2
∑

i (yi − ȳ)2
（1-2）

曼哈顿距离，也是我们常说的 1范数：

d12 =
n∑

k=1

|x1k − x2k| （1-3）

欧式距离，我们也称之为 2范数：

d12 =

√√√√ n∑
k=1

(x1k − x2k)
2 （1-4）

1.2 信号与随机过程中的相关

本文重点讲述相关运算在信号处理中的应用，这就不得不提到信号与随机过程的概

念和一些具体的运算，但是其本质上和我们课本中提到的相关并无本质区别。

通信中的信号和噪声都具有一定的随机性，需要用随机过程的理论来描述。随机过

程可以定义为所有样本函数的集合。在某次观测中，观察到的只是随机过程中的一个样

1



概率论与随机过程期中论文

本，至于是哪一个样本，在观测之前是无法预见的，这正是随机过程随机性的表现。

相关运算是随机信号的数字特征，我们将采取不同于课本推导的方式得到信号的相

关这一概念，并且与信号的卷积运算联系起来。

在信号处理中，使用一个信号去拟合另外一个信号是常有的事情，假设我们使用

y(t)来拟合 x(t)(这两种信号都是实信号，且为能量型信号)，x(t)可以表示为：

x(t) = axyy(t) + xe(t) （1-5）

其中，axy 为实系数，xe(t)为近似误差信号，因为两种信号都是能量信号，我们可以求

得近似误差信号的能量，即

ϵ =

∫ ∞

−∞
x2
e(t)dt =

∫ ∞

−∞
[x(t)− axyy(t)]

2 dt （1-6）

为使得误差函数的能量最小，我们需要针对 axy 做优化，使得

∂ϵ

∂axy
=

∂

∂axy

{∫ ∞

−∞
[x(t)− axyy(t)]2

}
dt = 0 （1-7）

如此可以求得最佳系数，求得的 axy 为

axy =

∫∞
∞ x(t)y(t)dt∫∞
−∞ y2(t)dt

（1-8）

这时候的 axy 是带量纲的，为了使其可以成为一种指标，我们使用信号的能量对其进行

归一化处理，可以得到

ρxy =

∫∞
−∞ x(t)y(t)dt√∫∞

−∞ x2(t)dt
√∫∞

−∞ y2(t)dt
（1-9）

对比公式 (1-1 )的 Pearson相关系数，可以发现该相关函数与我们定义的 Pearson相关系
数不谋而合，通过构造过程也容易看出，Pearson相关系数是衡量两个变量之间线性相
关性的量。

但是针对于随机过程，Pearson相关系数有极大的局限性，假设有两种信号，如图
( 1-1 )，可以明显的看出，二者形状极度相似，但是如果直接在对它们使用相关系数，算
出来的值必然是 0，因为这两种信号在时域上没有任何的相交，即 Pearson相关系数的
缺陷就是无法捕捉时间未对齐的信号相关性，为了改进这一缺点，我们可以将做相关的

信号进行时移，得到如下算式：

Rxy(τ) =

∫ ∞

−∞
x(t)y(t+ τ)dt =

∫ ∞

−∞
x(t− τ)y(t)dt （1-10）

该算式之所以没有分母的部分，是因为默认了我们已经进行了信号的预处理工作，其中
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图 1-1 信号图

有一道工序就是白化，在白化信号中，信号的数字特征被归一化，方差为 1，均值为 0，
所以该相关系数的分母得以省略。

卷积是信号处理中十分重要的一个概念，给信号通过系统的表达带来了极大的便

利，卷积公式如下：

x(τ) ∗ y(τ) =
∫ ∞

−∞
x(t)y(τ − t)dt （1-11）

可以发现，卷积和相关非常类似，都有信号的移位、相乘、求和过程，使用卷积可以轻

松的表示信号之间的相关运算，如下公式所示：

Ryx(τ) = Rxy(−τ) =
∫ ∞

−∞
x(t)y(t− τ)dt = x(τ) ∗ y(−τ) （1-12）

卷积和相关是处理信号处理问题的重要数学工具，使用这些工具，我们可以证明诸如帕

塞瓦尔定理、时域相乘等一些特性，本文将使用相关运算这一工具，对平稳随机信号、

盲源分离、模板匹配滤波这三种信号处理过程进行描述。

3
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第二章 相关与平稳随机信号

平稳随机信号与平稳随机过程的定义完全一致，所以我们可以直接使用平稳随机过

程的概念来套用到平稳随机信号，本章内容与课内教学内容紧密结合，是本人在学习过

程中的一些知识拓展，将会与课本中的教学顺序和侧重点不同。

2.1 正定函数

这里暂时不引入平稳随机过程，而是介绍正定函数这一概念，正定函数在课本中已

经写的很清晰了，值得一提的是，若是按照正定函数的标号构成矩阵，那么这个矩阵也

是一个正定矩阵，证明过程也与正定函数的证明过程类似。

这里重点介绍 Bochner提出的一个定理，我们称之为 Bochner定理，这个定理指出，
一个正定函数的傅里叶变换必然非负，即

f(x)正定⇐⇒ F (w) ⩾ 0 （2-1）

接下来将会给出完整的证明过程，首先证明其必要性，即从右边的条件可以推导等式左

边的条件。

由傅里叶逆变换，我们得知

f(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
F (ω)ejωtdω （2-2）

正定函数的正系数线性组合还是正定函数，既然我们已知 F (ω)大于等于零，那么只需

要证明复指数函数是正定函数，该必要性证明就可以完成，构造复指数函数对应的 n∗n
方阵 R,R的元素满足 Rij = ejω(xi−xj)。

任选一个 n维行向量 z，对矩阵 R做二次型构造，见公式 (2-3 )

zHRz =
n∑

i=1

n∑
j=1

Rijziz̄j

=
n∑

i=1

n∑
j=1

ejω(xi−xj)ziz̄j

=

(
n∑

i=1

ejωxizi

)
·

(
n∑

j=1

e−jωxj z̄j

)

=

(
n∑

i=1

ejwxizi

)
·

(
n∑

j=1

e+jωxjzj

)

=

(
n∑

i=1

ejωxizi

)2

⩾ 0

（2-3）
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这样我们证明了复指数函数对应的矩阵是正定矩阵，那么复指数函数也是正定函数，如

此以来，正定函数的正系数线性组合还是正定函数，必要性条件成立。

接下来证明等式的充分性，我们再次使用 R这个符号，构造关于正定函数 f(x)的

n ∗ n正定矩阵 R,按照正定函数的证明过程，我们需要任取 z向量，在这里我们充分发

挥任取的随意性，选取向量：

z =
(
ejωx1 , ejωx2 , . . . , ejωxn

)
使用该向量对 R矩阵做二次型构造

0 ⩽ zHRz =
n∑

i=1

n∑
j=1

f (xi − xj) e
jωxie−jωxj

=
n∑

j=1

n∑
j=1

f (xi − xj) e
jω(xi−xj)

（2-4）

为了使得该式更加靠近连续时间傅里叶变换，利用黎曼积分的思想，选取区间划分为无

穷小，将上述公式转化为为连续时间傅里叶变换，并将变量分别使用 t, s替代，有∫ T
2

−T
2

∫ T
2

−T
2

f(t− s)ejw(t−s)dtds

这时我们对变量 t, s做积分变元，旨在减少变量的数量，令{
u = t− s

v = t+ s

那么积分变量可以表示为

dtds =

∣∣∣∣ ∂(t, s)∂(u, v)

∣∣∣∣ dudv =

∣∣∣∣∂(u, v)∂(t, s)

∣∣∣∣−1

dudv =
1

2
dudv. （2-5）

在积分中进行变元后更改上下限，有

1

2

(∫ 0

−T

∫ u+T

u−T

+

∫ T

0

∫ −u+T

u−T

)
f(u)ejωudvdu

=
1

2

(∫ 0

−T

∫ −|u|+T

|u|−T

+

∫ T

0

∫ −|u|+T

|u|−T

)
f(u)ejωudvdu

=
1

2

∫ T

−T

∫ −|u|+T

|u|−T

f(u)e
jωudvdu

=

∫ T

−T

(T − |u|)f(u)ejωudu

（2-6）
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该式已经跟傅里叶变换非常接近了，我们需要其上下限变为无穷，只需要在等式前面加

上一个正系数 1
T
的系数再取极限即可，这并不会影响该公式的正负性，加上系数再取无

穷，有

lim
T→∞

∫ T

−T

(
1− |u|

T

)
f(u)ejωndn

=

∫ +∞

−∞
f(u)ejωndu

（2-7）

现在与傅里叶变换的差别仅仅差一个复指数信号的幂数正负，不过再回看我们任取 z向

量的过程，只需要在任取的时候给向量的所有元素加一个符号即可，所以我们通过函数

正定证明了其傅里叶变换大于零，至此，必要性条件和充分性条件都已证明，证毕。

Bochner提出的证明是从数学的角度上来观察正定函数和傅里叶变换的，下一个小
节我们还会从物理的角度重新审视这一个问题。

2.2 Wiener–Khinchin定理

Wiener–Khinchin定理是一个极度富有数学艺术的定理，定理的思想深刻且表述容
易，富有美感，而且与我们在上一小节中证明的 Bochner定理异曲同工。关于这个定理
的背景，诺伯特·维纳在 1930年证明了这个定理对于确定性函数的情况，辛钦后来对
于平稳随机过程得出了类似的结果并且于 1934年发表了它，但是，两个人似乎没有很
明确的交集，一个是苏联人，另一个是美国人，当时战争时期，两国之间交流是极其危

险的行为，两人在互不知道的情况下，进行了同一个事件的研究，发现了同一个定理，

非常有意思。

现在详细的推导Wiener–Khinchin定理，并试图从中看出相关函数的物理意义。
对一个宽平稳随机过程 Xt，对其求无限长时间的功率，有

lim
T→∞

1

T
E

[(∫ T
2

−T
2

x(t)e−jωtdt

)2]

= lim
T→∞

1

T
E

(∫ T
2

−T
2

x(t)e−jωtdt

)(∫ T
2

−T
2

x(s)e−jωsds

)
= lim

T→∞

1

T
t

[∫ T
2

−T
2

x(t)x(s)e−jω(t−s)dtds

]

= lim
T→∞

1

T

∫ T
2

−T
2

E [x(t)x(s)] e−jω(t−s)dtds.

（2-8）

对于一个宽平稳随机过程，相关函数只与标签 (时间)的差值有关，所以上述表达可以简
化为

lim
T→∞

1

T

∫ T
2

−T
2

Rx(t− s)e−jω(t−s)dtds （2-9）

好了，推导到这里我们停下，该式是不是有些眼熟，我们在上一小节中证明的 Bochner
6
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定理的证明中使用过该式，最后的结果得出了傅里叶变换，那么对于公式 (2-9 ),最终换
元得到了结果也必然是傅里叶变化，而且，对于该证明，傅里叶变换必然大于零，因为

我们本来就是在求功率，随机过程的功率怎么能是负的呢？

Bochner 从一个数学的角度论证了正定函数和傅里叶变换非负的关系，Wiener–
Khinchin定理从功率的角度论证了功率谱密度是相关函数的傅里叶变换，并且该相关函
数非负的特性，二者出发点不同，最后却得到了相同的理论，对于正定、平稳随机过程

的相关、傅里叶变换非负这几点，是一组充要条件，都是可以互相推导的。

每一个正定函数都与一个正定矩阵对应，都可以唯一的找到以其为相关函数的宽平

稳随机过程，而该宽平稳随机过程的相关函数的傅里叶变换必然非负，这既有物理意义

又有数学证明。

本部分与课本内容有所重叠，本来还想添加宽平稳随机信号通过线性系统的表述，

但这些在书本上都有详细证明，这里就不再提及。

7



概率论与随机过程期中论文

第三章 相关与盲源分离

盲源分离，是现代信号处理领域一个极其热门的话题，有一段时间甚至大部分在做

信号处理领域的学者都在关注这个问题，本人曾阅读过盲源分离相关的论文，对该技术

有一定的了解，而恰好有一类盲源分离算法完全利用了相关的概念和性质来求解问题，

接下来就是从相关的视角简单介绍该算法并作出仿真。

3.1 盲源分离介绍

盲源分离问题正如其名，从未知混合信号中提取感兴趣的信号或者将全部信号进行

分离，“盲”，有两层含义，混合过程未知和源信号未知，本小节我们将会建立一套用以

描述盲源分离过程的数学表述。

瞬态线性混合盲源分离模型如下：

x(t) = As(t) + n(t) （3-1）

其中，A = [a1, . . . , an]为未知的m∗n维混合矩阵，是我们未知的，描述了信号的混合情
况；x = [x1(t), x2(t), . . . , xm(t)]

T 为m维传感 (观测)信号向量；s = [s1(t), s2(t), . . . , sn(t)]
T

为未知的源信号向量，n(t)为观测噪声信号，在本文章中，我们假设噪声信号为零，无

噪的盲源分离模型可以简写为：

x = As =
n∑

i=1

aisi （3-2）

在对观测信号做一定的数据预处理 (白化)之后，我们的目的就是找到一个解混矩阵W

作为系统的传递函数，使得观测信号通过解混系统后得到分离信号或者感兴趣的信号，

输出信号为

y = WTx （3-3）

更形象的表述见图 ( 3-1 )。盲源分离的解法有很多种，主要以独立成分分析为主，依靠

图 3-1 盲分离模型

8
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信号的先验知识构造目标函数再优化，也有其他的方法，比如广义特征值分解、贝叶斯

估计、神经网络等等，本文主题与相关运算有关，在此介绍一种基于典型相关分析的盲

源分离方法。

3.2 基于相关运算的盲分离算法及规律发现

典型相关分析 (CCA)是 Hotelling H在 1936年提出的数据分析方法，旨在寻找两个
基向量，将两个数据集投影在两个基向量上，使得投影的相关性达到最大，相较于主成

分分析，该方法的同一变量之间线性无关，不同变量之间的线性相关性最大，根据此定

义，我们对盲源分离中的输入信号 (观测信号)和输出信号 (解混信号)进行投影构造，假
设两个投影基向量分别为 a和 b，对应的两个数据集分别为 p ∗ n维矩阵X 和 q ∗ n维矩
阵 Y，则对应的投影向量分别为 u = aTX 和 v = bTY，CCA最大化 u和 v之间的线性

相关系数，即

max ρ =
E{uv}√

E {u2}E {v2}
（3-4）

注意，我们假设信号已经经过预处理，所以信号的方差就是原点二阶矩，任意选取 a和
b的数值，分子和分母的系数都将相消，所以该相关系数具有伸缩不变性，于是通常只
考虑归一化的投影向量，则上述优化问题可以写为：

max
a,b

ρ = E{uv}

s.t. E
{
u2
}
= E

{
v2
}
= 1

（3-5）

使用 Lagrangian乘子法可得：

RXY (RXX)
−1RXY b = ρ2RY Y b （3-6）

其中 RXY 为X 和 Y 协相关矩阵，其余用该符号表示同理，都为相关矩阵，可以看到等

式都可以视作对向量 b做线性变换，因此可以看作一个广义特征值问题。这时我们为了
简化问题，再添一假设，我们感兴趣的信号是具有时间周期 τ 的，根据自相关函数的性

质，必然有重复出现的峰值点，而且等间隔分布。

直观的想，我们需要提取感兴趣的信号，而且要使得感兴趣的信号与混叠信号的

相关性最大，自然要求混叠信号与感兴趣信号有线性相关关系，不妨直接假设两种数

据集都为观测信号的时移信号为 X = x(t)和 Y = x(t + τ)。(该选择方法有严格的数学
证明，但那太过于繁琐，本文从直观的角度直接给出这种构造方法)，那么投影数据为
u(t) = wTAS(t)和 v(t) = wTAS(t+ τ)，可以发现 v(t) = u(t+ τ)，让两个投影向量直接

为提取信号是我们的目标，而这时相关系数也恰好拥有最大的相关性，根据上述描述，

我们对公式 (3-6 )进行重写，有

Rxx(τ) (Rxx)
−1Rxx(τ)w = ρ2Rxxw （3-7）

9
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可以将其简化为

Rxx(τ)w = ρRxxw （3-8）

至此，盲源分离优化问题就完全转化为广义特征值分解问题，上述的描述我们省略了一

些部分，但那些和我们的主旨无关，我们的目的是为了阐述相关在盲源分离中的作用，

而目标函数的构造已经极大的阐述了这一点，其实，还有很多基于信号的自相关函数为

目标函数的盲源分离算法，我们在下面不加讨论的简单写出其他盲源分离算法的目标函

数或者学习算法，企图发现共同点。

BC算法： {
w← E

{
x̃(t)x̃T (t− τ0)

}
w

w = w/∥w∥
（3-9）

Li算法
J(w, b) =

(
1 + b2

)
wTE

{
x(t)x(t)T

}
w

− 2bwTE
{
x(t)xT (t− τ0)

}
w

（3-10）

暂且举这两个例子，无论是 CCA，还是 BC算法，亦或是 Li算法，我们都能在其
中发现二阶矩的影子，也就是相关函数的影子，而且都以相关函数的极大化作为目标，

虽然表达方式和约束条件不同。在这里我们直接主观臆断的提出一种更为干脆的相关算

法，忽略一些的其他因素，直接使得输出信号的自相关函数极大化，即

max J(w) = E
{
G
(
y(t)yT (t− τ0)

)}
s.t. ∥w∥ = 1

（3-11）

式中，G为随意一种单调增函数，可以为优化的目标函数带来非线性变换，增加目标函

数的应用性，在下小节我们将直接使用 Matlab对该算法进行检测，印证我们发现的规
律，虽然得到的过程比较粗糙和主观，但是依然能起到分离信号的效果。

10
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3.3 仿真验证

对于上一小节中提出的算法，我们选取以下两种信号进行混合，两种信号的表达式

如下： {
s1 = sgn(cos(20πt))
s2 = sin(100πt) + sin(300πt)

（3-12）

两种信号的波形如图 ( 3-2 )。将两种信号进行混叠后，如图 ( 3-3 )。由于有先验知识，我
们有足够的数据使用具有时间周期的相关算法，即我们上文中主观臆断提出的算法，该

算法对混合信号进行盲分离，分离出的结果如图 ( 3-4 )所示。可见，除了造成一点非线

图 3-2 源信号

图 3-3 混叠信号

图 3-4 分离信号

性相移以外，还是可以很可观的提取源信号的，而这仅仅是我们没有经过任何数学推导，
11
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通过前人提出的算法总结规律后主观臆断提出的算法，相关运算在盲分离这一领域，可

以对简单的信号分离达到极高的容错率和有效性。

12
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第四章 相关与模板匹配滤波

做为一篇课程论文，其实写到这个地方内容已经很充实了，但是最近又学到了模板

匹配滤波的相关知识，发现与相关运算这一工具又产生了联系，而且该算法十分经典，

于是本人又添加了相关与模板匹配滤波这一章节。

4.1 模板匹配滤波算法原理

模板匹配滤波在信号处理领域的地位极其重要，被用作重要传输工具的雷达，其实

接受到的信号信噪比可以达到−50(dB)左右，这就说明我们需要收到的信号，已经远远
小于噪声信号，如果我们去观测这样的信号图像，只能看到密密麻麻的毫无规律的噪声，

从这种混合信号中提取出源信号，或者恢复其信噪比就是模板匹配滤波的目的。

考虑观测信号

y(t) = s(t) + n(t), −∞ < t <∞ （4-1）

其中 y(t) 为观测信号，s(t) 为源信号，n(t) 为噪声信号，我们的目的是找到一个系统

h(t),使得输出信号 y0(t)尽量接近未被噪声污染的源信号，该流程可以用框图 ( 4-1 )表
示。假设该滤波器是一个线性时不变系统，那么有

y0(t) =

∫ ∞

−∞
h(t− τ)y(τ)dτ

=

∫ ∞

−∞
h(t− τ)s(τ)dτ +

∫ ∞

−∞
h(t− τ)n(τ)dτ

def
= s0(t) + n0(t)

（4-2）

其中，s0(t)和 n0(t)分别为源信号和噪声信号通过系统后形成的信号。

图 4-1 模板匹配滤波框图

我们需要根据恢复信号的信噪比这一描述构建目标函数，首先就需要定义信号的信

噪比，对滤波器在 t = T0处的信噪比定义为：

SNR
def
=
输出在t = T0时的瞬时信号功率

输出噪声的平均功率
=

s20 (T0)

E {n2
0(t)}

（4-3）
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可见，该信噪比是信号的功率比值，这又联系到了我们的相关函数，相关函数就是随机

过程中的功率，按照频率展开就是功率谱密度，由于噪声一般均值为 0，所以使用功率
定义信噪比并且使用均值函数消除随机性还避免了分母为 0的问题，假设该噪声为高斯
白噪声，则对于模板匹配滤波的 SNR可以写为

SNR =
s20 (T0)

E {n2
0(t)}

=

(∫ +∞
−∞ h(τ)s (t0 − τ) dτ

)2
E

[(∫ +∞
−∞ h(τ)n0 (t0 − τ) dτ

)2] （4-4）

观察其分母，有

E

[(∫ +∞

−∞
h(τ)n0 (t0 − τ) dτ

)2
]

E

[(∫ +∞

−∞
h(τ)n0 (t0 − τ) dτ

)
·
(∫ +∞

−∞
h(s)n0 (t0 − s) ds

)]
=

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
h(τ)h(s)E [n0 (t0 − τ)n0 (t0 − s)] dτds

（4-5）

高斯白噪声是一个宽平稳随机信号，其相关函数为

E [n0 (t0 − τ)n0 (t0 − s)] =
N0

2
δ(τ − s) （4-6）

即仅在时间的差值为 0时相关函数才有数值，为了使得量纲匹配，一般在之前加上 N0

2

的功率系数,那么，公式 (4-5 )可以转化为∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

(
h(τ)h(s)

N0

2
δ(t− s)

)
dτds

=
N0

2

∫ +∞

−∞
h2(τ)dτ =

N0

2
Eh

（4-7）

其中，Eh为系统的功率，我们处理好了分母的部分，现在将分母带入原式进行处理，对

系统脉冲函数和源信号进行平均功率提取，有(∫ +∞
−∞ h(τ)s (t0 − τ) dτ

)2
N0

2
Eh

=
2Es

N0

(∫ +∞

−∞

h(τ)√
Eh

s (t0 − τ)√
Es

dτ

)2
（4-8）
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这时注意无穷积分的积分变量，这正是一个相关函数！我们可以将上式写为

SNR =
2Es

N0

(∫ +∞

−∞
ρ (h(τ), s (t0 − τ)) dτ

)2

（4-9）

这时使得 SNR最大化的滤波器脉冲响应便明了了起来，仅仅需要满足滤波器脉冲响应

与源信号线性相关即可，便可以达到最大的信噪比，此时 h(t) = ks (t0 − t),k为任意非
零数。

非常奇妙，我们想要从被污染的信号中恢复源信号，只需要让滤波器是原来的信号

的线性相关信号即可，为了进一步的理解这一操作，我们对脉冲响应进行傅里叶变换，

从频域视角解读：

H
(
ejω
)
=

∫ +∞

−∞
ks (t0 − t) e−jωtdt

=

∫ +∞

−∞
ks(t)e+jωte−jωt0dt

= ke−jωt0

∫ +∞

−∞
s(t)e+jωtdt

= ke−jωt0S∗
c

(
ejω
)

（4-10）

如果我们只关注它的幅度响应，那么系统函数也不过是源信号幅度响应的线性相关，与

时域情况完全一致！最经典的算法最后竟然得到了最朴实无华的答案，不过按照答案去

想也对，既然滤波器形状与目标信号一致，提取出的信噪比也必然得到恢复，这样也就

需要我们有更多的先验知识去设计滤波器。
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第五章 总结

我们在论文中主要描述了三个模块，平稳随机信号、盲源分离、模板匹配滤波，无

论哪一种信号或者是信号处理方法，都被相关运算这一概念贯穿始终，足以看到相关运

算在信号处理中的重要程度。

再一步的，相关运算做为随机过程的二阶特征，自然可以蕴含信号的更多信息，在很

多学科中都有非常重要的运用，例如人工智能学科中一个非常重要的模型 Transformer，
也是通过捕捉不同变量之间的相关特征进行学习，这也使得 Transformer对比于传统的
CNN，RNN这种直接捕捉数据特征的模型更具优势性的原因，变量特征易变，变量之
间的相关不易变，二阶量对比一阶量有天然的数据特征提取优势。

说是期中论文，但是直到快期末考试了才完成了这篇文章，这篇论文对我的意义不

止是一篇期中的论文，还是对我这个学期所学的随机过程和信号处理知识的一个总结，

相关这一概念在概率论和随机过程中反复出现，对于其的意义我也查找了很多资料，虽

然说现在还不敢说真正搞懂了这一概念，但是却真真切切了解了相关运算的一些应用场

景,对于一篇课程论文来说，本文页数不算少，表达也可能有些啰嗦，感谢老师能阅读
至此。
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